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1 Zielsetzung

Folgende Integral sollen numerisch gelést werden:
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2 Methoden

2.1 Trapezregel
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Es 148t sich zeigen, daf die Trapezregel das Integral in der Ordnung O(h?) approximiert.

2.2 Simpson-Regel
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Es lit sich zeigen, daf die Simpson-Regel das Integral in der Ordnung O(h*) approximiert.

yi = y(xi)

2.3 Monte-Carlo-Verfahren

Beim Monte-Carlo-Verfahren werden N zufillige Punkte (.., y,) im vorgegebenen Bereich
B = [z1, ®2] X [y1, y2] generiert und die Anzahl Nypgow der Punkte bestimmt, fiir die
yr < y(z,) gilt. Die Fliche unterhalb des Graphens y(z) im Bereich B betrigt dann
A= Modow (35 — 37) - (yo — y1) und das Integral ist
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falls y1 < y(x) < yo fiir alle 1 < z < 29 (bzw. z1 > x > x9) gilt. (1 und z2 kénnen beliebig
geordnet sein, das Integral wird sowohl nach der Formel wie nach Definition ggf. negativ.
Fiir y; und y> muf hingegen y; < yo gelten.)

3 Durchfiihrung

3.1 Trapezregel

Die Integration nach der Trapezregel wird in der FUNCTION Trapez(x0, xN, y, epsInt)
umgesetzt. y gibt dabei die REAL-wertige Integrandenfunktion an, x0 und xN sind die Grenzen
und epsInt ist die gewiinschte Genauigkeit. Die Integration wird so lange verfeinert, bis
das Verhéltnis aufeinanderfolgender Ndherungswerte sich nicht um mehr als epsInt von 1
unterscheidet. (Dabei bleibt zu hoffen, daldie Ndherungswerte dann auch hinreichend nahe
am wahren Wert liegen, der ja i.a. unbekannt ist.)

Das Verfahren beginnt mit N = 4 Schritten. Nach einigen Initialisierungen wird in einer
Schleife iiber 1 <7 < N die Summe S = W + Zf\;l y(:lco +1 W) berechnet, aus
der sich dann direkt der Integralwert ergibt.

Dieser wird mit dem vorherigen Ergebnis (das am Anfang willkrlich auf 0 gesetzt wurde)
verglichen. Bei zu grofier Abweichung |-2iterWert 11~ ¢ wird N verdoppelt und mit der

neuer Wert
Berechnung von vorne begonnen. Ansonsten ist das Ergebnis der Riickgabewert der Funktion.

3.2 Simpson-Regel

Die Integration nach der Simpson-Regel erfolgt analog zur Trapezregel in der FUNCTION
Simps(x0, x2N, y, epsInt). Mit S wird dieses Mal folgende Summe berechnet:

S = y(wo) +4y(m0—|— %) +y(xan) +Z£\§11 2y(x0 +24 %) +4y(m0+(2i+1) %)
Die Prozedur beginnt mit 2N = 4 und verdoppelt N (wie bei der Trapezregel) solange, bis
sich der Integral-Naherungswert stabilisiert.

3.3 Monte-Carlo-Verfahren

Die Monte-Carlo-Methode wird in der FUNCTION MCarlo(xl, x2, y, yl, y2, epslnt)
wie in 2.3 beschrieben umgesetzt. Da es hier bei y1 und y2 (im Gegensatz zu x1 und x2;
sowohl hier als auch bei den anderen Funktionen) auf die Anordnung y; < ys ankommt,
wird das Minimum und Maximum von y1 und y2 eigens bestimmt und ymin und yax zu-
gewiesen. In der Schleife werden mit dem Zufallsgenerator ran2 (nach Skalierung) Punkte
im angegebenen Bereich erzeugt. Die Z#hlvariablen i und ibelow sind als REAL definiert,
um zunéchst einen gréferen Bereich zur Verfiigung zu haben, was langfristig allerdings auch
problematisch ist. Man beachte, dal es bei diesem Verfahren nicht notwendig ist, bei einer
Vergroferung des Wertes N (zur Erhohung der Genauigkeit) die Werte zuriickzusetzen!



3.4 Hauptprogramm c WRITE(* ,%) N, Trapl, Trapl-Trap0
IF (ABS(Trap0/Trapl—1) .GT. epslnt) THEN

Wihrend als Funktion y(x) = \/z fiir die Integrale I, und I, die INTRINSIC FUNCTION SQRT Trap0 = Trapl

(nach Deklaration als solcher) verwendet werden kann, muB y(z) = 2%(z? — 2)sinz (Inte-

grand von I..) erst als EXTERNAL FUNCTION int_c(x) — in der nur die Wertzuweisung erfolgt gO'}ONTSO

— definiert werden. ENDIF

Im eigentlichen Hauptprogramm werden jeweils die 3 Methoden fiir die 3 gesuchten Integra- Trapez = Trapl
le aufgerufen, wobei bei MCarlo auch geeignete einschliefende y-Werte angegeben werden END

miissen. Es ist natiirlich 0 < /z <1 fir 0 < z < 1 und z.B. 3 < /z < 3.4 fiir 10 <z < 11.
Weiterhin kann man sich davon iiberzeugen (siche Abb. 1), dal —0.9 < z%(2% —2)sinz < 1.2

fir 0 <z < 3 gilt. REAL FUNCTION Simps(x0, x2N, y, epslnt)

REAl x0, x2N, y, epslnt

tar REAL dx, x, S, SimpsO, Simpsl

N=2
SimpsO0 = 0.

100 dx = (x2N—x0)/(2xN)
S = y(x0) + 4xy(x0+dx) + y(x2N)
i=1

200 x = x0 + 2*xixdx
S =85+ 2xy(x) + 4xy(x+dx)
i=1i4+1

IF(i .LT. N) GOTIO 200
Simpsl = dx * S/3
c WRITE( % ,%) 2xN, Simpsl, Simpsl—Simps0
IF (ABS(Simps0/Simpsl —1) .GT. epsInt) THEN
Simps0 = Simpsl

Abbildung 1: int_c(z) = 22(2? — 2)sinx N = Nigo
ENDIF
Simps = Simpsl
4 Fortran-Programm END
REAL FUNCTION Trapez(x0, xN, y, epslnt)
REAI x0, xN, y, epslnt INCLUDE ”ran2. for”
REAL dx, x, S, Trap0, Trapl ¢
INTEGER N. i REAL FUNCTION MCarlo(x1, x2, y, yl, y2, epslnt)
N = ’ IMPLICIT NONE
Trap0 = 0. REAIl x1, x2, y, yl, y2, epslnt
100 dx = (xN—x0)/N INTEGER idum
S = (y(x0)+y(xN))=*0.5 REAL ymin, ymax, deltax, deltay
i=1 REAL i, ibelow, N, ran2, xr, yr, MCO, MC1
200 S =S4 y(x0 4+ ixdx) idum = —1
i=1+1 IF(y2 .GE. yl) THEN
IF(i .LT. N) GOTO 200 ymin = yl
Trapl = dx * S ymax = y2



100

ELSE
ymin = y2
ymax = yl
ENDIF
deltax = x2—x1
deltay = ymax—ymin
i=0.
ibelow = 0.
MCO = 0.
N = 100.
i=1i+1
xr = x1 4+ ran2(idum)xdeltax

yr = ymin + ran2(idum)xdeltay
IF(yr .LE. y(xr)) ibelow = ibelow+1
IF(i .LT. N) GOTO 100
MCl = (ymin + ibelow/ixdeltay) * deltax
WRITE (% ,%) i, ibelow, MCL
IF (ABS(MC0O/MC1-1) .GE. epsInt) THEN
MCO = MC1
N = 2xN
GOTO 100
ENDIF
MCarlo = MC1
END

REAL FUNCTION int_c (x)
REAL x
int_¢c = x*x*(x*kx—2)%sin (x)

END

PROGRAM numlInt
IMPLICIT NONE
INTRINSIC SQRT
EXTERNAL int_c
REAL 1, Trapez, Simps, MCarlo, ran2, r

I = Trapez (0., 1., SQRT, le—4)
WRITE(x* ,’ ("Ta=" ,F7.4)’) 1

I = Simps (0., 1., SQRT, le—4)
WRITE(* , ' (" Ta=" ,F7.4)") I

I = MCarlo(0., 1., SQRT, 0., 1., le—3)
WRITE(* ,’("Ta=" ,F6.3) ") 1

WRITE( * , )

I = Trapez(10., 11., SQRT, le—4)
WRITE(* ,’ (”Ib=" F7.4)") 1
I = Simps(10., 11., SQRT, le—4)
WRITE(* , " (" Ib=",F7.4)") I

I = MCarlo(10., 11., SQRT, 3.,

WRITE(*, (" Ib=" F6.3) ") I

WRITE( * , %)

3.4, le—3)

I = Trapez (0., 0.5%3.14159265, int_-c, le—4)
WRITE(# , " (" Te=" ,F7.4)") I
I = Simps (0., 0.5%x3.14159265, int_c, le—4)
WRIE(% , (" Ie=" ,F7.4)") 1
I = MCarlo(0., 0.5%3.14159265, int_c,
WRITE(* , (" Ie=" ,F6.3) ") 1

END

5 Ergebnisse und Auswertung

Mit den Stammfunktionen

—0.9, 1.2, le—4)

2
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ergeben sich analytisch folgende Werte fiir die gesuchten Integrale:

I, = % ~ (0.66666667,
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~ 3.24006406,

I, = % — 147 + 28 &~ —0.47915882

Das Programm liefert dafiir gute Ndherungswerte:
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Ic=-0.4792
Ic=-0.4792
Ic=-0.478

Die Simpson-Regel konvergiert — wie wegen O(h*) erwartet — schneller als die Trapezregel.
Das Monte-Carlo-Verfahren ist in diesen Fillen am langsamsten und ungenauesten. Die re-

lative Konvergenz bei I, = f11013 dr + fllol\/gf — 3 dx ist besser als bei I, = fol\/:f dx, weil der

stochastische Anteil kleiner ist.



