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1.1

1.2

Dirac’sche Deltafunktion

Definition

definiert durch 5(xz)=0 firx #0

kann als Grenzwert einer Folge von Funktionenen definiert werden:

+oo +oo
im [ 6,(@)f(x)dz = £(0)  mit /ﬁMmm:1
Der Grenzwert limy, 00 0 () existiert nicht.
Eigenschaften
“+o0
/ def(x)o(x —a) = fa
Ableitung:
“+o0
[ dzs@3a )= - [ dag'@ia - a) = ~1'a)

wenn g(x) nur einfache Nullstellen z; hat:

S = 3 5&;)')

%

g’ (x:)#0

Integral:

0 firz<O

/dx,é(x,):9($)2{1 fiir z > 0

in 3d kartesischen Koord: 0(Z) = 0(x1)d(x2)d(x3)

= Br'8(F - 7) = {

AV 0 sonst

in krummlinigen Koordinaten: {&1,62,&) B = J(x;,&)d®

1
|J(9Ci7fz')|

= §(%) =

5(£1)0(£2)0(&3)

Dimension der §-Funktion: inverses Volumen

Fiir eine Anordnung von Punktladungen ist die Ladungsdichte:

p(Z) = ZQi5(f— 7)

1 wenn AV den Punkt Z enthilt



2 Vektorfelder und Differentialoperatoren

2.1 Skalarfeld
e jedem Punkt des Raums R" wird ein Skalar (Zahl) ¢ zugeorgnet
e invariant unter koordinaten Transformation & — &' : (') = @&

e Bsp.: Temperatur, Dichte, Luftdruck

2.2 Vektorfeld
e Objekt mit n Komponenten (in n Dimensionen)
e glatte Funktion von R™ nach R™ (unendlich oft stetig diffbar)
e Tensor 1. Stufe oder ersten Ranges
o definiert iiber das Verhalten unter koord. Trafos.

2 Fille:

2.2.1 kontravarianter Vektor (hochgestellte Indices)
transformiert sich unter koordinaten Transformation wie d2:

) n oz’ ) ox't .
dr't = axj = 3xj dx’ (Summe iiber doppelte Indizes)
Jj=1 v v

Kontravarianter Vektor A transformiert sich wie

no
ng Al (Indizes oben)
x

A/i —

2.2.2 kovarianter Vektor (tiefgestellte Indices)

transformiert sich wie Vi (¢ = Skalarfeld)

o' dp  Op Ol

ox't Ozt Oxd Oz’

kovarianter Vektor A transformiert sich wie

o oz?

. = WAj Indices unten

in kartesischen Koordinaten: Transformation ist Rotation (+ evtl. Spiegelung)
i’ = RZ mit R orthogonal (RRT =1 bzw R™* = RT)

o' =Ria) 2l = (RY)]2" = (RT)]a" = Ria"

ox't . Oad
dri T fght
= kein Unterschied zw. kontra- und kovariant
2.3 Nabla
0 1o} o0

<

:x%—kyafy—kz&

kann auf Skalar- bzw. Vektorfelder angewandt werden Gradient: Nabla angewandt auf Skalare Fktn
o(x,y, z) ergibt Vektor

ﬁgo = aﬁ% + ya—y + za Gradient von ¢




e wenn sich Position um di dndert, dndert sich ¢ um

a—sodx + a—wdy + %dz = (Vo) - dF
z

4o = 5 By P

e auf einer Fliche mit p(x,y, 2z) = const: dp =0 — Ve LdF

o fiir festes |dF] wird do = (V) - di* maximal, wenn Ve || dFf
—  Richtung von Vg £ groBte Anderungsrate von ¢

e Bsp:
1 1
Ao T 7
- 1 /x. y. =z, 7 7
Vo= (i tit ) =50

e physikalische Bedeutung: konservative Kraft = —V (Potential) , (konservativ bedeutet V x F = 0

2.4 Divergenz

e Skalarprodukt von V mit einem Vektor ergibt einen Skalar

Divergenz von v

e Produktregel: V - (f7) = (Vf)-v+ fV -0

e Beispiel: Kontinuitdtsgleichung:

dp =

—_— . v) = O
5 TV (p0)

Fluss aus Volumen — geringere Dichte und umgekehrt.

2.5 Rotation

e Kreuzprodukt von V mit einem Vektor ergibt einen Vektor:

T g z Oyv, — 0zvy
Vxi=|0x 9dy 0z |=|0zv, — dxv, Rotation von o
Vg Uy Vs Oxvy — Oyv,

e Determinante muss von oben nach unten entwickelt werden
e Produktregel: V x (f7) = (Vf) x v+ fV x &
e Bsp.: rotierende Fliisse: ...

e Rechte-Hand-Regel: Daumen in Richtung von V X 7, Finger der gekriimmten Hand in Drehrichtung.

2.6 LaPlace-Operator - Divergenz des Gradienten

V-Vo=V2%p=Ap=—- + %+ —

0%y %0 D3
oxr2  oyr 022

Wiederholte Anwendung von v
e V-V x A=0 (fiir alle A)
— falls V-B =0 (E ist Quellenfrei), kann BalsVxA geschrieben werden

e V x Vi = 0 (fiir alle o)
— falls V x F' = 0 (F ist rotationsfrei, wirbelfrei,konservativ) kann F als V¢ geschrieben
werden

o Gravitations- und el. stat. (aber nicht magn.) Kréfte sind rotationsfrei



3 Linien-, Flichen- und Volumeninegrale

3.1 Linienintegrale

Lingenelement: di = &dz + §dy + 2dz 3 Moglichkeiten: [, pdF, [, T-dF, [ ¥ xdF
e C ist eine Kontur (offen oder geschlossen)
e C muf} angegeben werden (i.A. héngt ergebnis von C ab)
e Entwicklung in Z, 9, 2 — einfache Integrale

e Beispiel: Kraft F= —yz + wy
Arbeit W = fCF dr = —fydx+fa:dy

3.2 Flichenintegrale
Flichenelement: d& = ndA 3 Moglichkeiten: [ @dd, [¢¥-dF, [q¥ x dd
e S ist eine Fliche (offen oder geschlossen)
e S offen: rechte-Hand-Regel (Daumen entspricht, gekriimmte Finger in Richtung des Umfangs)

e S geschlossen: - I Fliche, nach aulen

Enwicklung in Komponenten — Doppelintegrale

. fs ¥ - dd = Fluss durch die Fliche S

3.3 Volumenintegrale

Volumenelement: dr = dxdydz ist eine Skalar

/ﬁdrzﬁ;/vgde—l—Q/ vydT—l—é/vsz
1% 1% 1% 1%

4 Integralsitze

4.1 Gauflscher Integralsatz

f U-dd = / dtv - v S = geschlossen Oberfliche des Volumens
s v

andere Formen: $spdd = [, drVe $sdd x p= [, drv x §

4.2 Stokes’scher Integralsatz

7{ v-dir= / V x 7d& C = geschlossene Umfang der Fliche S
c s

Vorzeichen durch rechte Hand Regel festgelegt. .
ander Formen: $o pdi = [dd x Vo (U= pa) $odF x p= [¢(do x V) xp (¥ =axp)

4.3 Greensche Identititen
4.3.1 fiir zwei skalara Funktionen u und v gilt:



4.3.2 1. Greensche Identitit:

GauB Satz mit =uVv

/ dr[uV>2v + (Vu) - (V)] _— j{ uVv - dé = j{ u@dA
v s s 0

n
4.3.3 2. Greensche Identitit (oder Greenscher Satz):
subtrahiere die beiden Gleichungen, integriere iiber V

Gauf} Satz o I
/ dr [UVQ’U — V2 } j{ qu — UVU} do = j{ {u — v] dA
Vv S

5 Krummlinige (but orth.) Koordinatensysteme

e allgemein: Schnittpunkt dreier Flichen:
qi = const (1:17273) — 7= (:c,y,z) = (CI17Q27(]3)

im kartesischen KS: ds? = da? + dy? + dz?
e quadratisches Léngenelement: iy krummlinigen KS:  ds? = S g dgidg,
ij

ox Ox; Oz
dr = —dg; etc.: g7 = Metrik od trischer Tens
i Z 2 q; etc Z 94 8% etrik oder metrischer Tensor
e Beschrankung auf orthogonale KS: é; - é; = d;;
rechmung, g =h26;  (h? = Skalenfaktoren)

e Lingenelemente: ds; = h;dg; — ds? =" hi*dg?
o differentieller Abstandsvektor: dr = > h;dg;é; — é; = hi O — hi i 8qj

% J ‘

o Flichenelement: do;; = h;h;dg;dg; do = dogszéq 4+ dog1és + doioés

e Volumenelement: dr = hihshs dgi1dqodgs

e Vektoralgebra (Skalar- und Kreuzprodukt) unveréndert

e Linien-, Flachen- und Volumenintegrale: benttige obige Ausdriicke fiir dr, dd, dr

e Gradient: Gradient eines Skalarfeldes 1) ist ein Vektor mit Betrag und Richtung der groBten Ande-
rungsrate von 1):

nun v; = U- é;

dT—0 dT
o 1 0 0 1o}
_— hah ——(vghsh —(v3hih
Vg1, q2,93) = Tl | 1(711 ohs3) + %% (vahshi) + %G (v3hy 2)}
e Rotation: Sokes’scher Satz fiir infinitesimale Fliche
o= ) fcﬁ'- dr .
- (V X 0) —ngEOT nun 7 = €y, éz, €3
. é1 éo és3
V xd(q, a2,03) = g | 0a1 Og> g
1122453 hlvl hgvg h3’03

e LaPlace Operator:

. Loy 1 [0 [hahy 00 hihs O hihy O
Vi =Yy = VZezh dqi  hihshs [9g1 \ b1 g1 +3 ha Ogz +3 hs dgz




6 wichtige Identitit

62

S|

= —47n)(F)

7 Zerlegungs- und Eindeutigkeitssatz

Betrachte ein Vektorfeld ¥(Z)

-a@) — V3 (@ ist das Integral)

= 2l
m@:-iﬁﬁl/mﬁ, +iﬁxﬁx/dﬂﬂﬂ
A7 v |Z — 2| T v |

| — &
d.h. ¥(Z) kann zerlegt werden in Gradienten eines Skalarfeldes und Rotation eines Vektorfeldes:

#(Z) = —Vg(&) + V x @(Z) Zerlegungssatz

7.1 Umformungen

1 = (2 1 ﬁ/.—'—»/ 1 Sy
gmz—V/wQ@Z:f/wiﬂﬁ_ifﬁquz
47 1% T —J’,‘/| 4 Vv |J,'—Jj/| 41 S |x_ x/‘

o [ S L[S L,
v v |7 — & S

w(T) = %

7.2 Folgerung
d.h. ¥(Z) ist eindeutig bestimmt durch
1. seine Quellen (V - #) und Wirbel (V x @) im Innern von V

2. ¥ auf der Oberflache S von V.

Mit V = R3 und |#(F)| < e fir |Z] — oo mit ¢, e > 0 verschwinden die Oberflichenterme und g und

w vereinfachen sich



