
zeitabhängige elektromagnetische Felder

Maxwell-Gleichungen ⇒ Wellengleichungen
~∇· ~D = ρ ; ~∇× ~H = ~J + ∂ ~D

∂t

~∇· ~B = 0 ; ~∇× ~E = −∂ ~B
∂t

}
⇒

{
∇2 ~E − 1

c2
∂2 ~E
∂t2 = 1

ε0
~∇ρ + µ0

∂ ~J
∂t

∇2 ~B − 1
c2

∂2 ~B
∂t2 = −µ0

~∇× ~J

Skalar-/Vektorpotential
~∇· ~B = 0 ⇒ ~B = ~∇× ~A

~∇× ~E + ∂ ~B
∂t = ~∇×( ~E + ∂ ~A

∂t ) = 0 ⇒ ~E = −~∇Φ− ∂ ~A
∂t

}
⇒

{
∇2Φ + ∂

∂t (~∇· ~A) = − ρ
ε0

∇2 ~A− 1
c2

∂2 ~A
∂t2 − ~∇

[
~∇· ~A + 1

c2
∂Φ
∂t

]
= −µ0

~J

Eichtransformation: ~A 7→ ~A + ~∇Λ; Φ 7→ Φ− ∂Λ
∂t

Lorenz-Eichung: ~∇· ~A + 1
c2

∂Φ
∂t = 0 ⇒

{
∇2Φ− 1

c2
∂2Φ
∂t2 = − ρ

ε0

∇2 ~A− 1
c2

∂2 ~A
∂t2 = −µ0

~J

Coulomb-Eichung (transversale Eichung): ~∇· ~A = 0 ⇒

{
∇2Φ = − ρ

ε0

∇2 ~A− 1
c2

∂2 ~A
∂t2 = −µ0

~Jt

(wobei ~J =: ~Jl + ~Jt mit ~∇× ~Jl = 0 und ~∇· ~Jt = 0)

elektro-magnetische-Wellen ( → Lorenz-Eichung)
Lösung der homogenen Wellengleichung (ρ = 0): Φhom = <e

∫
~k∈R3

c(~k)︸︷︷︸
∈ C

ei(~k·~x−ωt)d3k

partikuläre Lösung der inhomogenen Wellengleichung (retardierte Potentiale): Φret = 1
4πε0

∫
~x′∈R3

ρ(~x′, t− 1
c |~x−~x′|)

|~x−~x′| dV ′(
Die Green’sche Funktion des Operators ∇2 + k2 ist G(~x, ~x′) = e±ik|~x−~x′|

|~x−~x′| , sie beschreibt eine Kugelwelle.
)

ebene Wellen: (ρ = 0, ~J = 0 → Coulomb-Eichung) ⇒ Φ = 0; ~A(z, t) =

(
f1(z − ct) + g1(z + ct)

f2(z − ct) + g2(z + ct)

0

)
(transversale Welle)

monochromatische Welle: ~A(~x, t) = <e ~A0 ei(~k·~x−ωt) ⇒ ~E = −∂ ~A
∂t = <e ~E0 ei(~k·~x−ωt), ~B = ~∇× ~A = <e ~B0 ei(~k·~x−ωt)

mit ~E0 = i c k ~A0, ~B0 = i~k × ~A0 ⇒ c ~B = k̂ × ~E

Energie und Impuls
Energiedichte: uFeld = ε0

2 E2 + 1
2µ0

B2 Impulsdichte: gFeld = ~S
c2

∂uMat.
∂t = ~J · ~E dgMat.

dt = ρ ~E + ~J × ~B

Poynting-Vektor: ~S = ~E × ~H Maxwell’scher Spannungstensor: Tij = ε0(EiEj − δij

2 E2) + 1
µ0

(BiBj − δij

2 B2)
d
dt (uMat. + uFeld) = −~∇·~S d

dt (~PMat. + ~PFeld)i =
∮

S

∑3
j=1 TijnjdA

Felder beschleunigter Ladungen (Betrachtung der Fourier-Komponenten: f(~x, t) = f(~x)e−iωt für f = ρ, ~J, Φ, ~A, ~E, ~B.)

in Lorenz-Eichung: ~A(~x, t) = µ0
4π

∫
V

~J(~x′,t− 1
c |~x−~x′|)

|~x−~x′| dV ′ ⇒ ~B = ~∇× ~A ≈ i k n̂× ~A; ~∇× ~H = ∂ ~D
∂t ⇒ ~E = ic

k
~∇× ~B ≈ c ~B × n̂

~A(~x) = µ0
4π

∫
V

~J(~x′) eik|~x−~x′|

|~x−~x′| dV ′ ≈ µ0
4π

eikr

r

∫
V

~J(~x′) e−ikn̂·~x′dV ′ (in der Fernzone: kr � 1; r � d ⇒ |~x− ~x′| ≈ r − n̂ · ~x′ ≈ r)

elektrische Dipolstrahlung: ~AE1(~x) = −iµ0ω
4π

eikr

r ~p ⇒ ~BE1(~x, t) = µ0ω2

4πc
ei(kr−ωt)

r (n̂× ~p); ~EE1(~x, t) = c ~BE1(~x, t)× n̂

dP
dΩ = r2 <~S> ·n̂ = µ0 ω4

32π2c |(n̂× ~p)× n̂|2︸ ︷︷ ︸
=|~p|2 sin2 θ

(falls alle Komponenten von ~p gleichphasig sind)

Gesamtleistung:
∫

dP
dΩdΩ = µ0 ω4

12πc |~p|
2.

magnetische Dipolstrahlung: ~AM1 = i
k

~BE1, wenn ~p durch ~m
c ersetzt wird. ⇒ ~BM1 = 1

c
~EE1; ~EM1 = −c ~BE1

elektrische Quadrupolstrahlung: ~AE2 = −µ0ω2

8πc
eikr

r

∫
V

ρ(~x′)(n̂ · ~x′)~x′dV ′

⇒ ~BE2 = i k n̂× ~A = −iµ0ω3

24πc2
eikr

r n̂× ~Q(n̂) mit dem el. Quadrupoltensor Qij =
∫

V
ρ(~x′)(3x′

ix
′
j − δijr

2)dV ′; ~EE2 = c ~BE2 × n̂

Ist Q =diag(− 1
2 ,− 1

2 , 1)Q0, so folgt dP
dΩ = µ0Q0

2 ω6

512π2c3 sin2 θ cos2 θ.
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Lorentz-Invarianz der Maxwell-Gleichungen, relativistische Effekte

relativistische Notation, Tensoren

gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 = gµν(⇒ gαµgµβ = δαβ); Aµ = gµνAν ; Aµ = gµνAν ; ds2 = dxµ dxµ = gµνdxµdxν

(xµ) = (ct, x, y, z); (xµ) = (ct,−x,−y,−z) (∂µ) ≡ ( ∂
∂xµ ) = ( 1

c
∂
∂t ,

~∇); (∂µ) ≡ ( ∂
∂xµ

) = ( 1
c

∂
∂t , −~∇) � ≡ ∂µ∂µ = 1

c2
∂2

∂t2 −∇
2

Lorentz-Transformation: ds′2 = ds2 ⇒ x′ = Λ x
(

+ b
)

mit ΛT g Λ = g (⇒ det Λ = ±1)

Boost in x-Richtung: t′ = γ(t− vx
c2 ); x′ = γ(x−vt); y′ = y; z′ = z; mit β = v

c , γ = 1√
1−β2

:
Λ =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


kovariante Formulierung der Elektrodynamik (in cgs-Einheiten)
(Jµ) = (cρ, ~J) ⇒ Kontinuitätsgleichung: ∂µJµ = 0
(Aµ) = (Φ, ~A) ⇒ Wellengleichung: �Aµ = 4π

c Jµ mit der Lorenz-Bedingung ∂µAµ = 0

elektromagnetischer Feldstärketensor (Fµν) = (∂µAν −∂νAµ), kovariante Form (Fµν) = (gµαFαβgβν) und dualer Feldstärketensor (F̃µν):

(Fµν) =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 , (Fµν) =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

 und (F̃µν) =


0 −Bx −By −Bz

Bx 0 Ez −Ey

By −Ez 0 Ex

Bz Ey −Ex 0


⇒ Maxwell-Gleichungen: ∂µF µν = 4π

c
Jν , ∂µF̃ µν = 0

Transformation der Felder: ~E′ = γ( ~E + ~β × ~B)− γ2

γ+1 (~β · ~E) ~β; ~B′ = γ( ~B − ~β × ~E)− γ2

γ+1 (~β · ~B) ~β

Energie-Impuls-Tensor: Θµν = 1
4π gµαFαβF βν + 1

16π gµνFαβFαβ

⇒ Θij = −Tij = − 1
4π

(
EiEj + BiBj − δij

2 (E2 + B2)
)

; Θ00 = 1
8π (E2 + B2); Θ0i = Θi 0 = ( ~E × ~B)i

Invarianten des elektromagnetischen Feldes: FαβFαβ = 2(B2 − E2); FαβF̃αβ = −4 ~E · ~B
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