6. Ubung Analysis II fiir Physiker Manfred Hanke

1. Vor.. f:(U CR)— R ist stetig differenzierbar, £ € U mit f(§) =0 und f’(&) # 0.

Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens: z,, — 2,11 = g(z,) = 2, — J{,((C;"))

a) Beh.: g ist in einer Umgebung von £ kontrahierend.
Do () =1 LG — o). £
Da ¢’(¢) = 0 ist und g in der Umgebung von &, in der f’(x) # 0 bleibt, stetig ist,

gibt es eine offene Umgebung V von &, in der (z.B.) |¢/(z)| < 3 ist. Aus dem Lagrangeprinzip folgt damit:
LYo mev ¢ lg(21) = g(22)] < § - |21 — 22| und
2. Vpev tg(z) = & = |g(x) — g(&)] < % |z —¢|, d.h. aus x € V folgt g(z) € V.

= g ist auf V kontrahierend.

b) Beh.: Fir f(z) =22 -2 wird ¢ =v2durchzg =1, ;= %, xo = 1T x5 = 2T approximiert.
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Bew.: g(z)=2z—-%2=2_1
. 24
x =g(ro) = 3+1=3, xy = g(r1) = §+ 5 =%, w3 = g(ra) = 31 + 1 = T2
¢) Vor. f(z)= %—4—1
Beh.: Das Newton-Verfahren konvergiert gegen £ = 0, wenn zg € U =] — % 3, % 3.
. 1-(z?+1)—2z-2 2 1+22)2 (1—2?)—z(1422 _2g3
Bew.. f'(z)= (:C(Ier)l)f == (11+fz)2 = g(z)=z-— J{'((Z)) =T i (13;2) = = :cllxg( = = s
g kontrahiert in einer Umgebung von 0, wenn |g(z)| < |z| ist. Da g eine ungerade Funktion ist, geniigt es,

den Fall 2 > 0 zu betrachten; dann mufl z < 1 sein, denn lir? Og(x) = 00.

Damit mu$ |g(z)| = 225 <z = |z|sein. < 223 =2-(1—-22) <& 32d3<1 & |z|< V3

1—x

Also kontrahiert g zwischen —%\/?j und %\@

d) Vor: f:(UCR")—R" ¢(cU, f(€)=0

Beh.: Iterationsvorschrift zur Bestimmung von £ z,, — @pi1 = g(zn) = @y — De(xn) ™t - f(2)
Bew.: f(xps1) = f(:cn — Df(xn)*l . f(xn)) ~ f(zn) — Dy(zy) - (Df(zn)fl . f(:l:n)) = f(xzn) — idgn f(z,) = 0.
klein

2. Vor.: f:R>—=R3 (r, 0, @) (rsinf cosep, rsind sing, r cosf)
Beh.:  fist fiir (r, 6, ¢) mit 7 # 0 und 0 # k-7 (k € Z) lokal umkehrbar.
sinf cosp 1 cosf cosp —rsinf singp
Bew.: Dg(r, 0, p) = | sinfsing rcosfsing rsinf cosyp
cos —r sinf 0
det Ds(r, 6, ©) =0+ r? cos? 6 sin 6 cos® p + r? sin® @ sin? o + 2 cos? 6 sin @ sin® p — 0 + 72 sin® @ cos? ¢
=12 cos? 0 sin @ - (cos? ¢ + sin? @) + 72 sin® - (sin? p + cos? ) = 72 sin 6 - (cos? O + sin? §) = 72 sin §

det Ds(r, 0, ¢p) =0 < r=0 V sind=0 & r=0V 0=k-7m (k€Z)

sinf cosp sinfsingp cosf

Beh.: Dann ist Df (7,.7 0, (P) -1 _ cos OTCOS @ cos 9Tsin @ _ sifrl [
—sin ¢ Ccos ¢ 0
r sin 6 r sin 6

Bew.: Bezeichnen A;; die durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstehenden Matrizen, so ist

det Ayq = 72 sin? 0 cos ® det As; = —r2 sin 0 sin

det Az; = r? - (sin® cos 6 cos? ¢ + sin @ cos ) sin® @) det A15 = —r sin# cos 8 cos

det Aay = 7 sin 6 cos 6 sin det Asy =1 - (sin2 6 cos? ¢ + sin? 6 sin? ®)
det Ay3 = —r - (sin? @ sin ¢ + cos? 6 sin @) det Agz = —r - (sin? @ cos  + cos? 6 cos @)

det Az3 =7 - (sinf cos 6 sin ¢ cos ¢ — sin f cos § sin ¢ cos )
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= Df(?“, 07 (p)_l = deth(lr, 0, ¢) ’ (<_1)i+j 'detAji)i,j

r? sin? 0 cos @ r? sin? 0 sin @ r2 sin 6 cos 6

Df(’l“, 9, @)_1 = m . rsinf cosf cosp rsinf cosf sinp —r sin? 0 = Beh.

—7r sing T COS 0

. R3 3 — 2 24 22 — z - y
g:R* =R (z,y, 2)— (r=a?+y>+22 0 arccos\/m, ¢ = arctan ¥)
ist eine Umkehrfunktion von f in einer Umgebung von x =y = z = 1.

o1 1. 1) = (V3. arecos . axctan £ = 5) und (V3. arecon 5. 5) = (V3-/3-3v2 VA3 3v2, Vi)
3
3

1

= (1, 1, 1), weil sin(arccos %) = \/(1 — cos?(arccos \}g) \/ 2 und sin T =cos T = V2.

3

Es ist wegen z,y,2 >0:  f(g9(z, y, 2)) =

o 5 5 2 1 2 %
< x2+y2+22'Vl_z2+§2+z2'\/1+%’ ”x2+y2+22'vl_12+§2+z2'\/1+ Vat byt a/12+’y2+z2>
(\/($2+y2+22)22'\/szyz, \/(172+y2+22)*22'\/z§’fy2, Z)(x, Y, 2),

1 tan o

p— — 1 1 = ——-— 1 =
denn cosa = Zr—mre = cos(arctana) Tz wnd sina= - = sin(arctan a) s

S?={veR®||=1}

Seien Uy; 1 :={ (z1, z2, x3) € S? | 2; >0} und  Usy :={ (w1, 22, 23) € S? | x; <0} (1<i<3),
meic=min{ j € {1,2,3} |j#i} und My :=max{je{1,2,3}|j#i}

sowie B1(0) :={ (y1, y2) € R? | y1? + 922 <1} C R? offen.

©2i—1:Uzi—1 — B1(0) und  g; : Uy; — B1(0); mit jeweils (z1, z2, 23) = (Tm,, Tary,) (1 <8 <3).

sind Karten von S2%, und es gilt S2 = |J Uy.
1<k<6

Mit den offenen MengenV; := { (21, x2, 73) € R3 | xm#f + xM#iQ < 1} sind die Abbildungen
hQi—l : V:L - Bl(o) X Ra (xla T2, 1'3) — (xm¢i7 xM;ﬁj,? T; — \/1 - (wm;éiQ + xM#i?))
bzw. h2i : ‘/tL - Bl(o) X R7 (:L.17 Z2, 1'3) e (‘T’H’L;ﬁm ‘(L.M;éiv T+ \/1 - (xm;é,;Q +xM¢i2))

sind auf V; wegen /1 — (&,_,2 + xar,,2) > 0 offensichtlich stetig differenzierbar - ebenso ihre Umkehrabbildungen
Ml he Tt Bi(0) xR — Vi, (y1, 2, ya) = (y:s =VI-(w?+w2?), u, y2)

hs™', ha™' i Bi(0) xR = Vo, (y1, v, ys) — <y17 ys £ /1= (112 + y22), yz)

hs ™', he™h i Bi(0) xR — Vs, (31, a2, y3) — (yh Y2, ysE/1— (1> + yzz))~

Da ¢, = hy, |y, fiir alle 1 < k <6, sind die ¢, Karten von 52,

Es ist Ug;_1 UUy; = { (21, o2, x3) € S? ‘ x; #0 }. Da (0,0,0) ¢ S?, folgt sofort S2 = |J Uy.
1<k<6

iR = R?, f(z, y) = (2° — 3zy®, 32%y — )
f ist surjektiv.
Es ist cos(3p) = cos(2¢) cos ¢ — sin(2¢) sin g = (cos? ¢ — sin? ) - cos ¢ — (2sin @ cos @) - sin p = cos® ¢ — 3sin? p cos p,
und sin(3¢p) = sin(2¢) cos ¢ + cos(2¢) sin p = (2sin @ cos @) - cos @ + (cos? ¢ — sin? ) - sin p = 3cos? ¢ sin p — sin® .
= f(rcosyp, rsing)= (r®: (cos®p —3sin®p cosp), - (3cos? p sinp —sin® p)) = (r® - cos(3p), r°-sin(3¢p)).
= f({(rcosp, rsing)eR*|r>0, 0<p<2}) = R
f ist auBerhalb des Ursprungs invertierbar.
Do, y) = 322 — 342 —6xy
6y 32 — 3y?
det Dy (z, y) = 92* — 18z%y* + 9y* + 3622y = 9(z? + y?) # 0 fiir (z, y) # (0, 0).

Jedes v = (r cosp, T sing) € R?\{(0, 0)} hat unter f drei verschiedene Urbilder.
vy = (\/F cos £, /1 sin £ ), Vg 1= (\3/? 008(2”;'“")7 Ir sin(%;"’o)), vy 1= ({”ﬁ 005(4”;'“"), r sin (“%))

r >0 = wv1,v9 und v3 sind paarweise verschieden. Es ist f(v1) = f(v2) = f(vs) = (r cosp, rsinp) =v




